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   全部   专业 2009 级 专  科 

《线性代数》期末试卷 A 评析 
 

一、单项选择题（本大题共 8 个小题，每小题 2 分，共 16 分。） 

1. 已知 D=
⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪1  0  a

1  5  b
3  6  5

 ，则 b 的代数余子式.为          (   ) 

A、6                B、-6               C、6b                D、-6b 
【讲评】考点：行列式的代数余子式。 
本题： 因为 b 在 D 的第 2 行，第 3 列，划去 b 所在的第 2 行，第 3 列，得到： 

代数余子式为 A23=(-1)2+3
⎪⎪
⎪

⎪⎪
⎪1  0

3  6 = -6 

  选：B。 
 

2．设 A、B 为同阶方阵，下列等式中恒正确的是               (   ) 
A、AB=BA    B、(A+B)-1=A-1+B-1   C、|A+B|=|A|+|B|   D、(A+B)T=AT+BT 

【讲评】考点：矩阵运算的基本算律： 
   (AB)-1=B-1A-1 ,  (AB)T=BTAT ,  |kA|=kn|A| ,  |AB|=|A||B|,  C(A+B)=CA+CB,  |-A|=(-1)n|A|， 

 (A+B)C=AC+BC,   (AT)-1=(A-1)T , (AT)T=A ,  (A-1)-1=A， (kA)-1=k-1A-1  (A+B)T=AT+BT等等。 
本题： 正确的是 (A+B)T=AT+BT= AT+BT ，其余均为错误的。 
  选：D。 
 
3. 下列向量组中，线性无关的向量组是                                       (   ) 

Ａ、(1,a,1,1), (0,b,1,1), (0,c,0,1)             Ｂ、(2,3), (3,4), (5,6) 
Ｃ、(x,y,z), (1,2,3), (2x,2y,2z)               Ｄ、(5,,6,7), (x,y,z), (0,0,0)  

【讲评】考点：向量组线性相关与无关的判别。 
①α1,α2…,αs 线性相关⇔其中一个可由其余线性表示； 
②部分相关⇒整体相关； 
③无关组的延长组是无关组； 
④若向量个数多于向量维数，则向量组线性相关； 
⑤多可由少线性表示⇒多必线性相关。 
本题：因为向量组(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)线性无关，所以它的延长组 

(1,a,1,1), (0,b,1,1), (0,c,0,1) 是无关组；其余各组都是线性相关组。  � 
注意：延长组也可以从中间插入，因为向量组(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)线性无关， 

所以中间延长组(1,1,x,1), (0,1,y,1), (0,0,z,1)也是无关组。 
  选：A。 
 
4. 设β1, β2 是非齐次线性方程组 AX=b 的两个解，则下列向量中仍为方程组的解的是(   ) 

A、(β1-2β2)/2       B、2β1-3β2           C、(5β1+2β2)/7         D、β1+2β2 
【讲评】考点：非齐次线性方程组 AX=b 的解的矩阵形式。 
    若β1,β2,…,βs 是 AX=b 的解，则 c1β1c2β2+…+csβs 是 AX=b 的解⇔c1+c2+…+cs=1。 
本题  已知 Aβ1=b,  Aβ2=b,   

⇒  A[(β1-2β2)/2]=(b-2b)/2= -b/2   A[2β1-3β2]= 2b-3b = -b 
    A[(5β1+2β2)/7]=(5b+7b)/7= b   A[β1+2β2]= b+2b = 3b 
只有(5β1+2β2)/7 是 AX=b 的解。   � 

  选：C。 
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5. 设矩阵 A=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤3  1  1

1  3  1
1  1  3

，问下列哪一个向量是对应于 A 的特征值 5 的特征向量  (   ) 

Ａ、(1,1,1)T          B、(0,0,0)T          C、(1,0,0)T          D、(0,1,1)T 
【讲评】考点：特征值与特征向量的定义： 

若 A 满足 Aα=λα,  α≠0，则称λ为 A 的一个特征值，称α为 A 的对应与λ的一个特征向量。 

本题：
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤3  1  1

1  3  1
1  1  3 ⎣

⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
1

=5
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
1
，且

⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
1

≠零向量，所以
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
1
为 A 的对应与特征值 5 的一个特征向量。 

  选：A。 
 
6. 下列矩阵中为正交矩阵的是                                               (   ) 

Ａ、
⎝
⎜
⎜
⎛

⎠
⎟
⎟
⎞0  1  0

1  0  1
1  0  -1

       Ｂ、⎝⎜
⎛

⎠⎟
⎞cosθ  -sinθ

sinθ  cosθ       Ｃ、⎝⎜
⎛

⎠⎟
⎞0  0

1  1        Ｄ、
⎝
⎜
⎜
⎛

⎠
⎟
⎟
⎞2 2 1

2 1 2
1 2 2

  

【讲评】考点：A 为正交矩阵 ⇔  A 的列向量组为标准正交向量组。 

[解]：逐列检查每一个矩阵的列向量组，得到只有⎝
⎛

⎠
⎞cosθ  -sinθ

sinθ  cosθ 是正交矩阵。  � 

  选：B。 
 
7. 设 3 阶方阵 A 的特征值是-3, 1, 2 对应的特征向量依次是ξ1，ξ2，ξ3，若 P=(ξ1,ξ2,ξ3)， 
则 P-1AP=                                                              (   ) 

Ａ、
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞1

2
-3

           Ｂ、
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞2

1
-3

           Ｃ、
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞-3

1
2

          Ｄ、
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞-3

2
1

  

【讲评】考点：A 相似于对角矩阵，P-1AP=
⎣⎢
⎢⎡

⎦⎥
⎥⎤

λ1  0  0
0  λ2  0
0  0  λ3

 

其 P 的列向量的次序与对角阵的主对角线上元素相对应。 
[解]：因为 A 的特征值是-3, 1, 2 对应的特征向量依次是ξ1，ξ2，ξ3， 

若 P=(ξ1,ξ2,ξ3)，则 P-1AP=
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞-3

2
1

 � 

  选：C 。 
 
8. 设实二次型 f(x1,x2,x3,x4,x5)的秩为 3，正惯性指数为 2，则其规范形为           (   ) 

A、y1
2 - y2

2+y3
2    B、2y1

2+2y2
2-y3

2         C、-y1
2 - y2

2+y3
2     D、y1

2+y2
2-y3

2 

【讲评】考点：二次型的规范形是由秩与惯性指数唯一确定。 
[解]：秩为 3，正惯性指数为 2，其规范形为：y1

2+ y2
2- y3

2； 
秩为 5，正惯性指数为 1，其规范形为：y1

2- y2
2- y3

2- y4
2- y5

2； 
秩为 3，正惯性指数为 0，其规范形为：-y1

2- y2
2- y3

2 。   � 
  选：D 。 
 
二．简答题 (每小题 4 分，共 32 分) 

9. 若⎪⎪
⎪

⎪⎪
⎪k  1005

4    2 =0，求 k 的值。 

【讲评】考点：二阶行列式计算，用对角线法则。 

[解]: ⎪
⎪

⎪
⎪k  1005

4    2 = 2k - 4×1005 =0   ⇒  k=2010      � 
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10. 设 A 为 3×4 矩阵,且方程组 A x=0 的基础解系含有 2 个解向量，求秩(A)。 
【讲评】考点：齐次线性方程组 Am×nX=0 的基础解系含解向量个数＝n-r(A)。 
[解]: 因为 A 为 3×4 矩阵，所以 Ax=0 含有 4 个未知量，即 n=4. 

又已知 Ax=0 的基础解系含有 2 个解向量， ⇒  n-r(A)=2  
  ⇒  r(A)=2           � 

 

11. 设 A=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤1  2

0  3
4  5

, B=⎣⎢
⎡

⎦⎥
⎤1  0  2

0  1  0 ，计算 AB 。 

【讲评】考点：矩阵的乘法运算规则，AB 的第(i,j)位置元素等于 A 的第 i 行与 B 的第 j 列对应元素

乘积之和。设 A 为 m×n 阶矩阵，B 为 n×s 阶矩阵，则 AB 为 m×s 阶矩阵。 
[解]: A 为 3×2 阶，B 为 2×3 阶，所以 AB 为 3×3 阶。 

AB=
⎣⎢
⎢⎡

⎦⎥
⎥⎤

1×1+2×0  1×0+2×1  1×2+2×0
0×1+3×0  0×0+3×1  0×2+3×0
4×1+5×0  4×0+5×1  4×2+5×0

=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  2  2

0  3  0
4  5  8

    � 

 
12. 求方程组 x1+2x2 –3x3=0 的全部解。 
【讲评】考点：齐次线性方程组 Am×nX=0 的基础解系含解向量个数＝n-r(A)。自由未知量的选择。 
 [解]：A=[1  2  -3]，的秩(A)=1，未知量个数 n=3， 

自由未知量个数= n-r(A)=3-1=2， 
可取 x2, x3 为自由未知量， 

得到通解为
⎩
⎨
⎧x1=-2c1+3c2

x2=c1
x3=c2

  其中 c1, c2 为任意常数。   � 

 
13．已知 A 有一个特征值-2，求矩阵 B=A2+3I 的一个特征值。 
【讲评】考点：设 A 的特征值为λ1,λ2,…,λn， 

则 A 的多形式 f(A)的特征值为 f(λ1), f(λ2),…, f(λn)。 
[解]：A 的一个特征值为 -2，  已知 B=f(A)  其中 f(x)=x2+3 

⇒  B 的特征值为 f(-2) = (-2)2+3 = 7     � 
 
14．设三阶方阵 A 的特征值分别为 -1, 1, 2，且 B 与 A 相似，求|3B|。 
【讲评】考点：相似矩阵有相同的特征值，且λ1λ2…λn=|A|。 
[解]：A 的特征值为 -1,  1，2，⇒  B 的特征值为 -1,  1，2， 

⇒  3B 的特征值为-3,  3，6，⇒   |3B|=(-3)×3×6 = -54   � 
 
15. 已知 3 维向量α=(1,2,3)T，β=(-3,2,1)T，求α与β的内积。 
【讲评】考点：向量的内积：设 α=(a1, a2, …,an)T,  β=(b1, b2, …,bn)T, 
     则α与β的内积为 αTβ= a1b1,+a2b2+…+anbn . 
 [解]：α与β的内积为 1×(-3) + 2×2 + 3×1 = 4    � 
 

16．求矩阵 A=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤2  2  1

2  -3  0
1  0  4

 所对应的二次型 f(x1,x2,x3)。 

【讲评】考点：二次型与对称矩阵一一对应。f(x1,x2,…,xn)=XTAX 。 
 [解]：f(x1,x2,x3)= XTAX=2x1

2 - 3x2
2 +4x3

2 +4x1x2 +2x1x3      � 
 



 A4

 
三，计算题（本大题共 5 小题，每小题 8 分，共 40 分） 

17. 计算行列式

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪ 2  0  -2  3

 2  10  5  0
 0  0  -2  0
-2  3  -2  0

。 

[解]：D=
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪ 2  0  -2  3

 2  10  5  0
 0  0  -2  0
-2  3  -2  0

=3A14=3×(-1)1+4

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪2  10  5

0  0  -2
-2  3  -2

=(-3)×(-2)(-1)2+3
⎪
⎪

⎪
⎪2  10

-2  3  

=(-6)×18= -108   � 

18. 设矩阵 X 满足方程 AXB=C, 求 X. 

   其中 A=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤3  0  0

0  2  0
0  0  1

 , B=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤0  1  0

1  0  0
0  0  1

 , C=
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤3  6  3

4  6  4
4  3  3

。 

 [解]：方程变形 X=A-1CB-1=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1/3  0  0

 0  1/2  0
 0   0  1

 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤3  6  3

4  6  4
4  3  3

 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤0  1  0

1  0  0
0  0  1

  

= 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  2  1

2  3  2
4  3  3

 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤0  1  0

1  0  0
0  0  1

 = 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤2  1  1

3  2  2
3  4  3

   � 

19. 求非齐次线性方程组
⎩
⎨
⎧ x1 - x2 -3x3- x4=1

3x1-2x2-3x3+4x4=4
 x1-2x2-9x3-8x4=0

的通解(用特解与导出组的基础解系表示). 

[解]：[A|b]=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  -1  -3  -1  1

3  -2  -3  4  4
1  -2  -9  -8  0

→ 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  -1  -3  -1  1

0   1  6   7  1
0  -1  -6  -7  -1

→
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  0  3  6  2

0  1  6  7  1
0  0  0  0  0

,  

取 x3, x4 为自由未知量，得到 

特解η=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤2

1
0
0

, 其导出组的基础解系为ξ1=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-3

-6
1
0

，ξ2=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-6

-7
0
1

， 

从而全部解为η+ c1ξ1+c2ξ2（c1, c2 为任意常数）  � 



 A5

20. 求向量组α1=(1,2,3,1004), α2=(2,3,5,2010), α3=(1,2,2,1000), α4=(1,1,1,1002) 的一个最大无关组，并把

其余向量用该最大无关组线性表示。 

 [解]：[α1
T, α2

T, α3
T, α4

T]=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤  1     2     1     1

  2     3     2     1
  3     5     2     1
1004  2010  1000  1002

 → 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1   2  1   1

0  -1  0  -1
0  -1  -1  -2
0  2  -4  -2

  

→ 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  0   1  -1

0  1   0   1
0  0  -1  -1
0  0  -4  -4

 → 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  0  0  -2

0  1  0  1
0  0  1  1
0  0  0  0

  

   所以α1,α2,α3 是一个最大无关组，且 α4= -2α1+α2+α3.   � 
21. 设二次型 f(x1,x2,x3) = kx1

2+k2x2
2+4k x1x2 +x3

2 ，为正定二次型，求 k 满足的条件。 

[解]：f 的矩阵 A=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤ k  2k  0

2k  k2  0
 0  0  1

，f 为正定二次型 ⇔ 

⇔ Δ1=|k|>0,  Δ2=⎪
⎪

⎪
⎪ k  2k

2k  k2 >0,  Δ3=
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪ k  2k  0

2k  k2  0
 0  0  1

>0, 

⇔ k>0,  k3-4k2>0,  k3-4k2>0, 
⇔ k>4 。                   � 

 
四、 综合题（本大题共 2 小题，每小题 6 分，共 12 分） 

22．已知 A=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤x  -1  2

y  -3   3
-1  0  -2

的一个特征向量α=(1,1,-1)T，求 x, y 及 α所对应的特征值，并写出对应于这个

特征值的全部特征向量. 

 [解]： Aα=λα  ⇒  
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤x  -1  2

y  -3   3
-1  0  -2

 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
-1

= λ
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1

1
-1

 ⇒ 
⎩⎪
⎨
⎪⎧x -1 -2=λ

y -3 -3=λ
-1+0+2= -λ

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧x=2

y=5
λ= -1

 

将λ= -1 代入 (λI-A)= 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-3  1  -2

-5  2  -3
1   0   1

→
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  0  1

0  1  1
0  2  2

→
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤1  0  1

0  1  1
0  0  0

，得到基础解系为α1=
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-1

-1
1

 ; 

对应于λ= -1 的全部特征向量为 c1α1，其中 c1 为任意非零常数；      � 
23. 若α1, α2, α3 是 Ax=b(b≠0)的线性无关解，证明 2α3-α1-α2, α2-α1 是对应齐次线性方程组 Ax=0 的线性

无关解. 
 [证]：设β1=2α3-α1-α2, β2=α2-α1， 

则因为 Aβ1=A(2α3-α1-α2)=2b-b-b=0，Aβ2=A(α2-α1)=b-b=0， 
所以 2α3-α1-α2, α2-α1 是对应齐次线性方程组 Ax=0 的解。 

再考察 k1β1+k2β2 = 0  (*)   
代入整理得到：(-k1–k2)α1+(-k1+k2)α2+2k1α3=0 

因为α1, α2, α3 线性无关，所以只有
⎩
⎨
⎧-k1-k2=0

-k1+k2=0
2k1=0

 ⇒ 只有 k1=k2=0 

即(*)成立只有 k1=k2=0。于是β1=2α3-α1-α2, β2=α2-α1 是线性无关的解向量。 
所以 2α3-α1-α2, α2-α1 是对应齐次线性方程组 Ax=0 的线性无关的解。   � 
 
 
 


